Egzamin z Algebry I — cze$¢ praktyczna, 03.02.2025 — szkice rozwigzan

Czas trwania tej czedci egzaminu, to 120 minut.

W trakcie egzaminu nie mozna korzysta¢ z notatek, urzadzen elektronicznych, itp.
Rozwiazanie kazdego zadania powinno by¢ zapisane na osobnej kartce.

Kazda kartka powinna zawiera¢: imie i nazwisko, numer albumu i numer grupy ¢wiczeniowej.

Zadanie 1. Niech G bedzie grupa rzedu 143.

(a) Uzasadnij, ze grupa G zawiera podgrupe normalng H rzedu 11.
(b) Wykaz, ze dla dowolnych elementéw g € G oraz h € H mamy ghg~! = h.
(¢) Wywnioskuj, ze grupa G jest abelowa.

Rozwigzanie.

(a) Z twierdzenia Sylowa wynika, ze gdy n jest liczba 11-podgrup Sylowa grupy G, to n | 13 oraz
n =1 (mod 11). Stad wniosek, ze n = 1. Jesli przez H oznaczamy te jedyna 11-podgrupe Sylowa w G,
to oczywiscie |H| = 11 oraz H < G.

(b) Skoro H <1 G, to sprzeganie wyznacza morfizm grup ¢: G — Aut(H) (tzn. ¢4(h) = ghg™' dla
g € G oraz h € H). Niech K bedzie jadrem tego morfizmu. Poniewaz grupa H = Cj; jest abelowa,
to H < K; w szczegblnodei |G/ K| jest dzielnikiem liczby |G/H| = 13. Z drugiej strony grupa G/K,
jako izomorficzna z podgrupa Aut(H), ma rzad bedacy dzielnikiem liczby |Aut(H)| = ¢(11) = 10. Stad
wniosek, ze |G/K| = 1, czyli K = G. To za$ oznacza, ze ghg~ = h dla dowolnych g € G oraz h € H.

(c) Wybierzmy takie g € G oraz h € H, ze G/H = (gH) oraz H = (h) (wiemy, ze obie grupy G/H
oraz H sa cykliczne). Jesli z € G, to xH = (gH)" = ¢g'H dla pewnego i € Z. Zatem = € ¢'H, czyli
x = g'h? dla pewnego j € Z. Stad wniosek, ze G = (g, h), a poniewaz gh = hg (patrz punkt (b)), to
grupa G jest abelowa. O

Uwaga. Duze prostsze (oraz szybsze) rozwiazanie otrzymujemy korzystajac z faktu dowiedzionego na
wykladzie (uzyskanego jako prosty wniosek z twierdzenia Sylowa) stwierdzajacego, ze gdy rzad grupy
skoniczonej jest iloczynem dwdéch liczb pierwszych p i g spelniajacych ¢ Z 1 (mod p), to grupa ta jest
abelowa (a nawet cykliczna).

Zadanie 2. Rozstrzygnij, ktére z par pierécieni
KxK,  Kl/(a?), Kz]/(z*+1)
sg izomorficzne, gdy:

(a) K =Q.
(b) K =C.

Rozwigzanie. Oznaczmy te pierScienie przez Ry, Rs oraz Rs.

(a) Gdy K = Q, to zadne dwa z pierscieni Ry, Ro, R nie sa ze sobg izomorficzne, gdyz: R; nie jest
dziedzina, ale jest zredukowany (nie ma niezerowych nilpotentéw), Ro nie jest zredukowany, za$ Rs jest
cialem izomorficznym z podciatem Q(i) = {a + b : a,b € Q} ciala liczb zespolonych C; ewaluacja
Qz] 2 f + f(i) € Q(i) jest surjektywnym morfizmem pierécieni o jadrze réwnym (22 + 1).

(b) Gdy K = C, to Ry 2 Rs, gdyz pierscien Ry jest zredukowany, a Ry — nie. Ponadto R; = Rs;
wystarczy zauwazyé, ze zestawienie ewaluacji Clz] 3 f — (f(i), f(—i)) € C x C jest surjektywnym
morfizmem pierscieni o jadrze generowanym przez wielomian (x —4)(z + i) = 22 + 1. U

Zadanie 3. Niech R = Z[i].
(a) Rozléz 2025 na czynniki pierwsze w pierscieniu R.
(b) Zbadaj, czy pierScien R/I jest dziedzina, gdy I = (4 + 24,2 + 44).

Rozwigzanie.

(a) Zauwazmy najpierw, ze 2025 = 3% - 52. Pozostaje wiec roztozyé 3 oraz 5 na czynniki pierwsze (lub
nierozkladalne; te pojecia sie tu pokrywaja, bo R jest dziedzing z jednoznacznoscig rozkladu). Nietrudno
uzasadnié, ze 3 jest elementem nierozkladalnym w R. Istotnie, gdy 3 = (a + ib)(c + id) dla pewnych
a,b,c,d € 7, to 9 = (a® + b?)(c? + d?). Poniewaz 3 nie jest suma dwéch kwadratéw liczb catkowitych,
to bez straty ogdlnoéci mozemy zalozyé, ze a® + b*> = 1, a stad a + ib € U(R) = {£1,4i}. Natomiast
5= (241)(2—1) i podobnie jak powyzej latwo pokazaé, ze elementy 2+14 € R sa nierozkladalne. Lacznie
2025 = 3% (2+14)? - (2 —14)? jest rozkladem na elementy pierwsze (nierozkladalne), w dodatku parami
niestowarzyszone.



(b) Oczywiscie I C (2). Z drugiej strony 4 = 2(1 —4)(1+1¢) € I, gdyz 2(1 —4) = (4+2i) — (2+4i) € I.
W konsekwencji 2 = (2 + 4é) — 4i € I oraz (2) C I. Lacznie mamy wiec I = (2). Poniewaz element
2 = (1+14)(1 —1) jest rozktadalny, to R/I nie jest dziedzina (a nawet zawiera niezerowy nilpotent, gdyz
1+i¢l,ale (1+1i)?=2i€ I; latwo tez uzasadnié, ze R/I = Zy[x]/(z?)). O

Zadanie 4. Rozstrzygnij czy ideal I = (f) pierscienia wielomianéw R|x], generowany przez wielomian
f = 4x13 + 1422 — 28, jest pierwszy/maksymalny, gdy:

(a) R=12Z.

(b) R=Q.
W przypadku gdy I nie jest idealem maksymalnym, wskaz ideal maksymalny w R[z]| zawierajacy I.

Rozwigzanie.

(a) Ideal I nie jest pierwszy (wiec nie jest tez maksymalny). Istotnie, 2 - (2213 + 722 — 14) = f € I,
ale 2 ¢ I oraz 2x13 + 722 — 14 ¢ I. Ponadto, gdy M = (z,2), to oczywiscie I C M oraz Z[z]/M = Zs.
Zatem M jest poszukiwanym idealem maksymalnym zawierajacym I.

(b) Stosujac kryterium Eisensteina dla p = 2 (jest to element pierwszy w dziedzinie z jednoznacznoscia
rozkladu Z) stwierdzamy, ze wielomian f jest nierozkladalny w Q[z]. Poniewaz w dziedzinie idealéw
gléwnych (a Q[z] nia jest) kazdy element nierozkladalny generuje ideal maksymalny, to I jest w tym
przypadku ideatem maksymalnym. O

Zadanie 5. Udowodnij, ze pierscien Z[iv/23] nie jest dziedzina idealéw gléwnych.

Rozwigzanie. Pierécient Z[i\/23] nie jest dziedzina z jednoznacznoécia rozktadu, a wiec tym bardziej nie
jest dziedzing idealéw gléwnych (dowodziliSmy na wykladzie, ze kazda dziedzina idealéw gléwnych jest
dziedzing z jednoznacznodcia rozkladu). Istotnie, po pierwsze 23 -3 = (1 +41/23) - (1 — i1/23). Ponadto
nietrudno uzasadnié¢ (standardowy argument wykorzystujacy kwadrat modutu liczby zespolonej), ze 2,
3 oraz 1 +iv/23 sa elementami nierozktadalnymi w R. Skoro U(R) = {#1}, to zadne dwa sposréd tych
elementéw nie sa stowarzyszone. (I



